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Calcul matriciel



Rappels de la géométrie vectorielle

Dans la geomeétrie en 3D, nous avons vu qu’une
droite pouvait étre exprimée comme un systeme
d’équations du premier degre du type

(a—B+3y+6=0
3a+[+2y+56=0
Ba+2+y+6=0

A




Représentation matricielle

Nous écrivons les variables dans un vecteur :

-7_5 — (Xl,XZ,X3,X4) — (Cl, :8’ Y, 6)

Nous pouvons alors créer un tableau des coefficients
de éléments de X dans le systéme d’équations (en
ignorant, pour le moment, |la partie des égalités)



Représentation matricielle

B3a+L+2y+6=0 . . 15 2y 15
3a+20+y+6=0 20 18 I s
Et en enlevant les variables,
Pour ne garder que les coefficients
a I Y o
1 —1 3 1
3 1 2 1
3 1 1 1
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Représentation matricielle

Nous definissions une matrice, notee M, comme le
tableau ci-dessous :

1 -1 3 1
M={3 1 2 1
3 1 1 1

Notez que M a 3 lignes et 4 colonnes.

Ceci est écrit sous la forme M3y4.



Produit matriciel

Nous noterons que le produit matriciel du systeme d’équations
initial est donné par :

X1

1 -1 3 1\ [}
M><3?=<3121><x2
301 1 1/ \)

4

X1 — Xo +3x3 + x4
=\ 3x1 +x, +2x3 + x4
3X1+X2+X3+X4

ATTENTION : nous devons ici écrire X sous forme de colonne !



Généralisation

Une matrice M,,,«,, est décrite comme suite



Cas particuliers

Une matrice M,,«,, est dite une matrice carree,

Une matrice M, «,, nest autre qu’un vecteur ligne,
Une matrice M,,,«q n'est autre qu’un vecteur colonne,
Une matrice M4y est un scalaire.

Notez que le nombre de lignes et de colonnes doit
étrem,n = 1!



Opérateurs sur les matrices

ATTENTION :

TOUS les opérateurs sur des matrices n‘ont de sens
que si les tailles des matrices sont cohérentes !!!!




Addition matricielle

’'addition de deux matrices se fait décrit comme suit :
Rixn = Mpyxn + Nixn
= rij = mij + nU,Vl = 1, m,] =1..n

Condition : les deux matrices additionnées ont la
méme dimension !!!




Somme directe

Nous définissons egalement la somme directe, comme
suit :

R(m+p)><(n+q) = Man@prq

/mn . my, 0 .. O \
Myt o Mpmn 0 ... 0
R=1"9 . 0 ny . Niq




Multiplication par un scalaire

On peut multiplier une matrice par un scalaire :
Ryxn = A X Mpyxn

>t =AXm;;,vVi=1,.m,j=1..n



Produit matriciel

Le produit matriciel se déefinit comme suit :

Rm><p = Mmxn + Nn><p

= Tij = mi anj +mi2 anj + ---+m1n anj,
Vi=1..mj=1..p

Condition : les deux matrices additionnées ont la méme
dimension !!!

Pour |e détails du produit matriciel, voir le fichier suivant sur le
site du cours :

produit_matriciel.pdf



Les Applications Linéaires

Exemple de fonction linéaire
f:R >R

1
f(x) =§X



Les Applications Linéaires

Une application linéaire n’est pas forcément de R
vers R. Les espaces de départ et d'arrivée peuvent
étre différents (p.ex. N — {0, 1} ou encore R" —

10}).

Toute application linéaire f: A — B vérifie les
relations suivantes, pourx,y € AetA € R

fx+y)=1fx)+fy)

et

fA-x)=2-f(x)



Les Applications Linéaires

Vérifions que I'application suivante est lineaire :

f:R >R
1
f(x)=§?€
En effet .
X
Fat) =5 +y) =5+5 = f@) + ()

Et , y
f(Ax) = E(/lx) = /15 = Af (x).



Les Applications Linéaires

Les applications suivantes sont des applications linéaires de R — R:
1

¢ f(x) = X

e f(x)=nmnx

Les exemples suivants sont des exemples de fonctions non-linéaires
e f(x)=x+2

+ f(x)=0
e f(x)=x*+3
© f@) =

* f(x) =log(x)



Les Applications Linéaires

| existe également des applications linéaires a
multiples dimensions :

f . ]:Rn — Rm
X1+ 2x,
()= *
f xz Bl 2
_\/EXZ

Notes: les dimensions n et m ne sont pas
nécessairement égales |



Propriétés

Pour toute application linéaire f : R - R™ :
* fEHY) =R+ )

+ f(A%) = Af (%)

Les deux conditions ci-dessus sont suffisantes.



Exercice

Montrez que la fonction suivante est une application
linéaire :

| suffit de vérifier les points ci-dessus.



Application Linéaire et produit matriciel

Toute application linéaire peut étre décrite sous forme de produit
d’un produit matrice-vecteur et I'ajout d’'une matrice constante :

X1
f = X
(xZ) _\/%XZ

On peut verifier que 'application linéaire ci-dessus est obtenue par
le produit matrice-vecteur suivant :

1 2 X1 + 2x;
0 1 (xl) | x

xz o
0 _\/E _\/Exz

x1 + 2x,



Application Linéaire et produit matriciel

Notez que 'on peut également décrire la méme fonction avec
un produit inverse :

o ol ) )

= (x1 + 2x, X5 —\/Exz)-



Transposée

Dans I'exemple précédent, le premier résultat est un vecteur
colonne alors que le second est un vecteur ligne.

On notera

X1
Y — — (X X T o T
X (xz) (X1 X2)' =x

De méme on notera la transposée d’une matrice 4 par AT, qui est
définie par

— AT
aij = A]l

NOTE:si A alors AL les dimensions sont inversées).
mxn nxm



Exercice: transposez
|la matrice suivante

L4

S
~
S
N,






Application Linéaire et produit matriciel

Notez que 'on peut également décrire la méme fonction avec
un produit inverse :

Donc, si
1 2

A= (O 1 ) alors on aura
0 —/2

G0t



Application Linéaire et produit matriciel

En termes d’équations, nous aurons donc que :
AR = .
Et, via la transposée, nous aurons que

_)TAT y



Exercice

Prouvez que pour une matrice A34, quelconque, on a

A= (AT,
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Exercice

Appliquez la transformation linéaire suivante pour tous les
points sur du triangle suivant :

v
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Corrigé

Prenons les 3 points d’extrémités.
Clairement (8) R (8), ((1)) > ((1)) et ((2)) 5 (_02)
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Corrigé

X1 , —X2
) est envoye sur ( )

Le point (Xz X

Il s’agit d’'une rotation de 90° axée sur le point (8)

1

v
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Exercice

Donnez la transformation linéaire de effectuant une rotation
de -90 ° sur le point ((1))

Note : nous autorisons ici I'ajout d’un vecteur constant, du

type AXx + (bl).
b,

v




Corrigé

Notez que ((1)) - ((1)): ((2)) - (?) et (8) - (D
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Corrigé

Notre application linéaire est de la forme

airB= (g ) () + ()= =7

On peut en déduire les valeurs suivantes :



Corrigé

Notre application linéaire est donc définie par

8= DC)+(G)=(1) =7

Vérifions pour les 3 points suivants :

2

v

HEPIA — Mathématiques en technologies de
I'information, 2e semestre 2017-2018



Corrigé

En effet :
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Corrigé

Notre application linéaire est de la forme

airB= (g ) () + ()= =7

On peut en déduire les valeurs suivantes :



Calculer la matrice selon une base

Nous désirons calculer les coefficients de la matrice A telle
que :

X 2X1 — Xo
A( 1) = 3x
X2
—4x, + x5

Pour ce faire, notons la dimension: A5, . Ensuite, notons

é; = (1,007 eté, = (0,1)7 les vecteurs de la base canonique
de R?, I'espace de départ.

Alors si on écrit 4 sous forme de 2 colonnes, on a que

A= (f(§1) f(gz))



Calculer la matrice selon une base
Or

—1
f(e) =< )et f(ex) = ( 3 )
1

Et donc

Vérifions:



Et si on avait une autre base ?

Supposons que nous avons une autre base B de R?, disons
b, = (1,1)T eth, = (1,—-1)7.

Nous aimerions exprimer I'application linéaire sous forme
- -
Ap(X)p = (¥)c.

Nous avons alors deux problemes :

1. Comment convertir un vecteur (x) vers la base (x). et

2. Comment exprimer I'application précédente sous la forme
Ap(X)p = (V) ?



1. Changement de base

1. Il s’agit en fait d'une application linéaire ! Nous pouvons
donc utiliser le méme procédé avec une matrice M,,, de

sorte que
(f)c = M2><2(9_C>)B

Or en utilisant le méme procédeé qu’avant, nous avons que

Moz = (B, B)=(; 1)

Notez que ceci est la matrice convertissant (x)g vers (x).

En effet, (51)3 = ((1))3 et (11 _11) ((1))3 — (Dc = (Bl)c'



2. Application dans une autre base

Appliquons la méme regle pour trouver la matrice utilisée
pour les vecteurs en base B :

we (150 )

Souvenons nous que

), = (5), = () e B2), = (1), = (5)),



2. Application dans une autre base

Vérifions alors que :

Ap(b1), = ( %) (é)B ) <—§3>

=, 7)0(3)

Les deux résultats sont bien égaux (car tous deux exprimes
dans la base canonique de R3.

Or



2. Application dans une autre base

Notons également que

Ap (51)3 =AMy (Bl)c

Nous pouvons donc en déduire que Az = AM, . En effet:

(0, 2)e -0 )



Exercices
Vérifiez que

Ap (b1)B =AMy (bl)c
Avec les exemples précédents, mais d’autres points que
é>1, 52, b1 et bz.

Quelle est la matrice M, telle que (X) o= M5, (X)g ?



Matrice identité

La matrice identié I est 1a matrice carrée avec des 0 partout,
sauf sur la diagonale, ou elle contient des 1 :

L _[1sii=]
H 0 sinon

Question : sachant que toute matrice correspond a une
transformation linéaire, quelle est l'interprétation de
géométrique de la matrice I ?



Matrice Inversible

Une matrice A est dite inversibles’il existe une matrice A~1
telle que

ATTxA=AxA T =1

Notes:

* Seules les matrices carrées peuvent étre carrées...

e ...mais pas toutes !! On les appelles les matrices
singulieres.

La question legitime est - quand une matrice carrée est-elle
inversible ?



Matrice Inversible

Une matrice A4 est inversible si :

* lesvecteurs colonnes qui la composent sont linéairement
indépendants,

» Silatransposée est inversible,

* Siles vecteurs lignes qui la composent sont linéairement
indépendantes,

« Le systéme d’équations linéaire AxX = 0 n’a pour seule solution que
x =0,

e Le déterminant de la matrice est non-nul.



Déterminant d’'une matrice

Le déterminant d’'une matrice A, est donné par

det(4) = [A] = a11 X az; — a13 X ay;.

Pour le calcul d’'une matrice A543, le calcul est un peu plus complique.
Nous utilisons pour cela les sous-matrices.



Déterminant d’une matrice A;«3

a1 4dqp 4di3

det(4) = |a21 Q22 Q23

d3zq1 dzz dz3
—q ><‘azz a23‘_a X‘am a23‘+a ><‘5121 azz‘
11 a3z dz3 12 azq1 dszsz 13 asz1 a3

= a11(aza33 — A32023) — a42(Az1033 — A31033) + a13(Az1a13 — A310;7)

Note : le «développement» en sous-déterminants peut se faire pour n'importe
quelle ligne, mais aussi n'importe quelle colonne.



Exercices

Calculez les déterminants des matrices suivants :

.11 2‘
2 4

. 921 azs‘
dz1 04zs
1 2 3

e |-1 0 1
O 1 O

Choisissez une ligne ou une colonne autre que la premiere ligne d’'une
matrice A3, et vérifiez que le calcul donne le méme résultat.



Applications de 'inversion

Consideérons le systeme d’équations a n équations et n inconnues.
5 -
Ax =0b

Supposons que 4, qui est carrée n X n, est une matrice inversible.

Nous pouvons alors résoudre le systeme d’équations de la maniere suivante,
en multipliant des deux cotés (a gauche) par la matrice A~ 1:

A"1(A%) = A~1(b)
Or A~1A = I, la matrice identité de taille n X n, donc

[¥=3%=A1p.



Comment calculer I'inverse ?

Pour le calcul d'une matrice A, le calcul est le suivant :

ATt =

1 Az, —a12]
det(4) [=Q21 Q11



Exercice

Résolvez le systeme d’équation suivant, en utilisant la formulation matricielle :

(_32 é) (2) - (33)



Corrigé

Calculons l'inverse de la matrice:

11,3 _
(—32 :1) =H(§ 31)

3 1 41
(2) - (121 31 1) (i;) - ( 122)
11 11 11

Donc




Corrigé

Vérifions si c'est juste :

41
(_32 é) 112 :(33)
11
41
11

est donc bien la solution de notre systeme d’équations.
11



Autre application

Changement de base : nous avons vu qu’'un changement d’'une base minimale
(autant de vecteurs linéairement indépendants que de dimensions) vers la
base canonique s’obtenait via un produit matriciel Az(x)g = (y),.

Les colonnes de la matrice A correspondent aux vecteurs de la base B.

Or, ces colonnes sont linéairement indépendantes - nous avons vus que c’est
une des conditions pour qu’'une matrice soit inversible.

11 existe donc Az! telle que
(X)p =1(X)p = AlglAB(D_C))B = Agl()_’))c

Autrement dit, la matrice Az! est la matrice de changement de base de C vers
B.



Exercice

Calculez les matrices de changement de base de B — (C et C — B avec la base
B de R? formée par b; = (1,1)T et b, = (1,-1)7.



Corrigé

Ap = G _11) est la matrice de conversion B - C

det(A) = —2 et donc la matrice est inversible (forcément, vu que les colonnes
sont linéairement indépendantes).

[.a matrice inverse est donc la matrice de conversion C — B :

4" =(05 o3

ATTENTION aux signes !!!



Alternatives a lI'inversion d’'une matrice

 Pour une matrice carrée Ay«y, le calcul du déterminant est coliteux,
* Linversion de la matrice Ay« y 'est donc aussi !

Y a-t-il une autre méthode pour résoudre le systéme d’équiations Ax = b?



Matrice diagonale supérieure

Supposons que nous avons une matrice diagonale supérieure du type

Ugr U2 - Uin

0 u,, U,
[N} n

u=\| . : . :
0 0 ... um

Alors on a le systeme d’équations
fullxl + ulzxz + -+ ulnxn — b1
Upo X9 + -4 UpnXn = bz

Un—1n-1Xn-1 + Upn—1nXn = bn—l
L UnXy, = by,




Matrice diagonale supérieure

Nous pouvons alors résoudre les équations en partant de la derniere de facon
itérative :

Alors on a le systeme d’équations

(b
n u,
¥=h bx
< b?fft—l _ un—l,nu_
— n
Xn-1 =
un—l,n—l
\ .

Donc notre systeme d’équations Ux = b se résout de maniére itérative en
partant de x,,.



Factorisation LU

Si dans le cas général AyxnyX = b est difficile A résoudre, c’est simple sion a
une matrice diagonale supérieure.

Si nous pouvons décomposer Apyxy Sous la forme d’'une matrice diagonale
supérieure, nous pourrons donc facilement résoudre le systeme d’équations :

ANfo — (Lnxn X Unxn)f =b

Si X est une solution, alors
> -
X = Lyxny

ou y est la solution du systéme (facile a résoudre)

5 -
U,xnX = Db.



Factorisation LU - propriétés

Soit Ay« une matrice, alors
1. siApxy estinversible, on peut la factoriser sous la forme

ANxN — Lnxn X Unxn

Ou L« est une matrice diagonale inférieure et U,,«,, est une matrice
diagonale supérieure.

2. Lamatrice L, «, estde la forme



Méthode du Pivot de Gauss

Soit Ay« Une matrice inversible, nous obtenons la factorisation LU via la
factorisation de Gauss pour le systeme d’équations :

1 1 -1\ /* 1
1 -2 =2]){*|=|1
-3 2 2 X3 1
Etape 1: Augmenter la matrice avec une matrice identité a gauche:

1 0 0]1 1 -1
0O 1 0of1 -2 -2

0O 0 1I-3 2 2

Etape 2: éliminer les coefficients de la diagonale inférieure en ajoutant des
multiples d’'une ligne a une autre pour obtenir des 0 dans les coefficients de la
diagonale inférieure (a,q, aszq, as,) et stocker les coefficients multiplicatifs
avec le signe inverse dans la matrice identité.



Méthode du Pivot de Gauss

Elimination de a5 :
Ajoutons —1 fois la ligne 1 a la ligne deux dans la matrice augmentée :

1 0 0]1 1 -1
(1 1 0/0 -3 —1)
o 0 11-3 2 2
Elimination de a3 :
Ajoutons 3 fois la ligne 1 a la ligne 3 :
1 0 01 1 -1
( 1 1 0/0 -3 —1)
-3 0 110 5 -1

Elimination de a3, :
Ajoutons 5/3 fois laligne 2 a la ligne 3 :



Méthode dz Pivot de Gauss

Une fois que la matrice a droite est diagonale supérieure, nous avons terminé et trouvé une
factorisation LU de A, L étant la partie de gauche et U celle de droite dans la matrice finale (L|U).

En effet, nous vérifions que
1 0O 0\ /1 1 -1

1 1 -1
A:<1 5 _2>: 11 oolfo -3 -1
- 3 -2 1)/\0 0 -=
32 2 . :



Résolution du systeme d’équations

Ayant trouvé la factorisation LU de notre matrice 4, nous commengons par
résoudre le systeme d’équations Ly = b de facon itérative :

1 (1) 8 V1 1
5 yZ =11
-3 —3 1/ \V3 1
Cela donne
.
y1 =1
y,=1—-y;, =0

y3=1+3y; —Zy, =4




Résolution du systeme d’équations

Il nous reste désormais a trouver le vecteur x qui est solution de ’équation
Ux =y

1 1 -1
X1 1
0O O —3 X3 4
Cela donne
[ =1 +x, =1 L 3— 1
X1 = Xp T X1 = 2 2~
1 1
{ x2=—§(0+x3)=5
3 3
wma(-3
\ 8 2




Résolution du systeme d’équations

La solution du systeme d’éguations est donc

()=

En effet, nous vérifions que

S CAG!



Exercice

Donnez la factorisation LU de la matrice suivante

NN ==
o
O

N WO -



4

igé

Corr

1
0
3 =L, —-1X1

1
1
0 1
-1 0 2

1
-1

1 0 0 0f1
0 1 0 0)1
0 0 1 0]2
0 0 0 112

|
|

1
—1
3 $l3—2><ll
2

1
1
0

1
-2 0
0
-1

1 0 0 01
1 1 0 0]0
0 0 1 0]2
0O 0 0 112

-1

0 0 0 112



M-

Corrig

NN =
O N I

NN =

O = = O

O = O O

o= O O

011 1 1 1
olo =2 o -1
olo o -1 2
112 =1 o 2
o1 1 1 1
olo =2 0o -1
olo o -1 2|7
1lo =3 =2 o
011 1 1 1
olo —2 o -1
olo o -1 2
1lo o -2 15
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Corrigé

1 0 0 01 1 1 1
1 1 0 010 -2 O —1
2 1 1 010 0 -1 2
2 15 2 110 O 0 -25

La factorisation (L |U) est contenue dans la matrice augmentée ci-dessus.



Exercice

Résoudre le systeme d’équations suivant a I'aide de la factorisation LU

X1+XZ +X3:1
xl_xz_x3=—2
X1 — Xy +Xx3 =3



